
با  بازار  در  حاشيه ای  و  مسلط  بنگاه های  رقابت 
تقاضای پويا

پذيرش: 1397/06/26 دريافت: 1396/08/08 

چکيده: در برخی از کالاها مانند انرژی، تقاضا بی درنگ به تغییرهای قیمت واکنش نشان 
نمی دهد و سرعت تطبیق تقاضا کُند است. کندبودن سرعت تطبیق تقاضا، یکی از ویژگی های 
مهم بازار نفت و انرژی است. این پژوهش، به بررسی اثر کندبودن تطبیق تقاضا بر قیمت و 
میزان تولید در یک صنعت سوخت فسیلی می پردازد؛ که در آن، عرضه توسط یک بنگاه 
مسلط بر بازار و بنگاه حاشیه ای انجام می شود. بنگاه مسلط، دارای منابع زیاد و هزینۀ تولید 
کم است و در طرف مقابل، بنگاه حاشیه دارای منابع محدود و هزینۀ استخراج بالا از این منابع 
است. از آنجا که منافع این دو گروه، متاثر از رفتار راهبردی یکدیگر است و همچنین، مقدار 
تقاضا و منبع در طول زمان تغییر می کنند، مسئله در چارچوب یک بازی استکلبرگ پویا مدل 
می شود. نتایج پژوهش نشان می دهند که هرچه سرعت تطبیق تقاضا کمتر باشد، عرضه بیشتر 
و سرمایه گذاری برای کشف منابع جدید افزایش می یابد. همچنین، افزایش نرخ بهره، سبب 
نزدیک بین شدن بنگاه ها شده و درآمد خود را کمتر به آینده واگذار می نمایند. در نتیجه، مقدار 
منبع و عرضۀ بلندمدت بنگاه مسلط و حاشیه ای کاهش می یابند. در مقابل، افزایش اندازۀ بازار 
سبب افزایش ذخایر بنگاه حاشیه ای در بلندمدت و همچنین، افزایش مقدار عرضۀ دو بنگاه و 

کاهش قیمت می شود.
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مقدمه

امروزه، رشد اقتصادی کشورها تا حد زیادی نیازمند مصرف انرژی است و سهم زیادی از انرژی 
مصرفی جهان توسط منابع تجدیدناپذیر مانند نفت تامین می شود. از سوی دیگر، این منابع به طور 
یکنواخت در تمام مناطق زمین وجود ندارند و هر کشوری دارای ذخایر متفاوتی هست که با توجه به 
شرایط موجود آن منطقه، استخراج آن ها هزینۀ متفاوتی دارد. به طوری  که برخی از ذخایر این منابع، 
در دسترس و برخی به دلیل سخت بودن شرایط استخراج و کم بودن منبع، نیازمند هزینۀ بیشتری 
هستند. از این رو، قیمت تعیین شدۀ این منابع می تواند در موجه بودن و زمان اقتصادی شدن استخراج 
منابع تاثیرگذار باشد. در صورتی که، قیمت منابع به اندازۀ کافی بالا باشد، کشف منابع توجیه پذیر 
می شود و انگیزۀ بیشتری برای کشف منابع جدید و عرضۀ بیشتر به وجود می آید. از آن جا که مسئلۀ 
استخراج و قیمت گذاری بهینۀ منابع تجدیدناپذیر، از اهمیت زیادی در اقتصاد انرژی برخوردار است و 
عوامل متعددی بر تعیین قیمت و تعادل بلندمدت بازار این کالاها و سود بنگاه های عرضه کننده موثر 
هستند، تاکنون پژوهش های زیادی با لحاظ نمودن فروض متفاوت به بررسی جنبه های مختلف این 

موضوع پرداختند.
در این پژوهش، تحلیل مسئله استخراج از ذخایر یک منبع تجدیدناپذیر و تعیین تعادل بلندمدت 
در یک بازار انحصار دوجانبه انجام می شود که در آن تقاضا برای منبع دارای خاصیت کندبودن سرعت 
تطبیق1 است. در این مسئله، بنگاه هایی که دارای ذخایر کمتر هستند، جهت افزایش منابع خود اقدام 
به یک سری از فعالیت ها برای اکتشاف منابع جدید می نمایند. به این منظور و برای سادگی، طرف 
عرضه بازار به صورت یک انحصار دوجانبه2 در نظر گرفته می شود که بازیگران اصلی آن یک بنگاه 
مسلط و یک بنگاه حاشیه ای هستند که به آن ها فرینج3 گفته می شود. مبتنی بر شرایط دنیای واقعی، 
منابع نفتی بنگاه مسلط دارای منابع بیشتر و هزینۀ تولید کمتر بوده، و بر بازار مسلط است و نقش 
رهبری4 دارد. از این رو، قیمت بازار را با توجه به قید پویابودن تقاضا و با هدف بیشینه  کردن مجموع 
بنگاه  نیز قیمتی را که توسط  سود تنزیل شدۀ خود در طول زمان، کنترل و تعیین می کند. فرینج 
مسلط تعیین شده، از بازار می گیرد و سپس برنامۀ تولید و اکتشاف خود را بهینه می کند. به این دلیل، 
فرینج را تولیدکنندۀ رقابتی می نامند. فرینج در شرایط رقابتی، ذخایر خود را بهره برداری می کند و 

1. Sluggish Demand 
2. Duopoly 
3. Fringe  
4. Leader 
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به منظور تعیین میزان استخراج و سطح تلاش برای اکتشاف منابع جدید، مجموع ارزش حال سود 
انتظاری خود را با توجه به قید کمیابی ذخایر، به بیشینه  می رساند. از آن جا که منافع بنگاه مسلط 
و فرینج متاثر از رفتار راهبردی یکدیگر هستند، برای حل مسئله و به  دست آوردن تعادل، از رویکرد 
تئوری بازی ها1 استفاده می شود. همچنین، از آنجا که مقدار تقاضا و ذخیره منبع فرینج در طول زمان 
پویا مدل سازی  به صورت  فرینج  و  بنگاه مسلط  بین  بازی  متاثر می شوند،  بازیگر  از تصمیم های دو 

می شود. به  علاوه، به دلیل ماهیت رقابت میان آن ها، بازی از نوع بازی های استکلبرگ2 خواهد بود.
تاکنون پژوهش های زیادی در ارتباط با بررسی بازار منابع تجدیدناپذیر انجام شده است که برخی 
از چارچوب تئوری بازی ها و بازی های پویا استفاده کردند. هتلینگ3 )1931(، مسئلۀ استخراج بهینه 
از منابع تجدیدناپذیر را با درنظرگرفتن قیمت سایه4 مطرح می کند و در مدل خود بیان می کند که 
این قیمت به اندازۀ نرخ بهره طی زمان رشد می کند. سالانت5 )1976(، طرف عرضۀ بازار نفت را به 
صورت یک کارتل6 داخلی بزرگ و تعداد زیادی از عرضه کنندگان کوچک درنظر می گیرد و به بررسی 
ویژگی های تعادل مدل استخراج کننده غالب در دو حالت می پردازد که در یکی هزینۀ نهایی استخراج 
صفر است و در دیگری، شیب هزینه روبه بالا است. ساختار بازاری که وی تعریف کرده، در بسیاری 
از پژوهش ها مانند پیندایک7 )1978(، سالانت )1982(، و آلف و فولی8 )1980( مورد تحلیل قرار 
گرفته است. تمام این پژوهش ها، از مفهوم تعادل نش9 استفاده کردند. گیلبرت10 )1978(، در پژوهش 
خود بیان می کند که برای این ساختار بازار، مفهوم راه حل استکلبرگ می تواند بهتر باشد و به توصیف 
یک مدل استکلبرگ، بیشینه  کردن سود که یک بنگاه مسلط دارد به راهبرد قیمت گذاری در یک بازار 
منابع تجدیدناپذیر، می پردازد. وی نشان می دهد که راهبرد بهینۀ قیمت گذاری بنگاه مسلط با توجه 
به هزینۀ نهایی تولید فرینج و ظرفیت تولید آن تغییر می کند. در ادامه، ینگ11 )2013( به بررسی 
و کشف پروفایل های استخراج یک صنعت منبع تجدیدناپذیر در یک تعادل استکلبرگ می پردازد و 

1. Game Theory 
2. Stackelberg 
3. Hotelling 
4. Shadow Price 
5. Salant 
6. Cartel
7. Pindyck 
8. Ulph & Folie 
9. Nash-Cournot
10. Gilbert 
11. Yang 
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ویژگی های تعادل استکلبرگ با حالت پایه تعادل حلقه باز کورنو نش1 را مقایسه و هم سنجی می کند. 
و به این نتیجه می رسد؛ زمانی که پیروها در بازار حضور دارند، رهبر، پروفایل استخراج خود را به طور 

حاشیه ای به تأخیر می اندازد و پیروها به فرایند استخراج خود سرعت می بخشند.
بنشکرون و همکاران2 )2009(، با استفاده از رویکرد بازی های پویا، ویژگی های تعادل نش حلقه باز 
از نظر مقدار منابع و هزینه ثابت نهایی قرار  از بنگاه که در دو گروه متفاوت  را برای تعداد زیادی 
دارند، در قالب یک مدل کارتل- فرینج در یک انحصار چندجانبه3 مورد بررسی قرار می دهد و ترتیب 
استخراج منابع و اثرهای رفاهی آن ها را تعیین می کند. وی نشان می دهد که در تعادل نش ممکن 
است موقعیتی وجود داشته باشد که در آن قانون هرفیندال4 نقض می شود. به ویژه در زمانی که منابع 
بالاتر استخراج می شوند. همچنین، در پژوهش دیگری که  با هزینۀ  از منابع  پایین تر پس  با هزینۀ 
توسط بنشکرون و همکاران )2010( انجام شد، کاربرد و مفهوم رفاه برای منابع تجدیدناپذیر همگن 
بهتر  لزوماً  بیشتر،  ذخیرۀ  که  می دهد  نشان  و  می گیرد  قرار  بررسی  مورد  غالب  بنگاه  یک  وجود  با 
نیست. افزایش مواهب منابع طبیعی ممکن است برای رفاه که به صورت جمع مازاد مصرف کننده و 
تولیدکننده معرفی شده است زیان آور باشد. در پژوهشی دیگر، بنشکرون و ویتاگن )2012( مسئلۀ 
استخراج منابع طبیعی را در یک رقابت ناکامل5 درنظر می گیرد و با استفاده از رویکرد بازی های پویا، 
تعادل نش حلقه بسته6 را برای یک مدل کارتل- فرینج به دست می آورد که در آن، فرینج، گیرندۀ 
روش  نتایج  با  حالت،  این  در  حلقه باز  روش  به  بازی  تعادل  نتایج  که  می دهد  نشان  و  است  قیمت 
حلقه بستۀ آن هم پوشانی دارد و در این حالت، تعادل حلقه باز می تواند به عنوان یک زیر بازی کامل7 
محسوب شود. اما زمانی که تعداد بنگاه های فرینج زیاد می شود نتایج تعادل نش حلقه بستۀ آن با نتایج 

تعادل حلقه باز مدل کارتل در مقابل فرینج هم پوشانی ندارد. 
در ارتباط با فعالیت های اکتشافی منابع جدید، گیلبرت )1976( از این فعالیت ها برای به دست 
آوردن مقدار بهتری از اندازۀ ذخیره پایه ثابت استفاده می کند. پیندایک )1978( نشان می دهد که 
الگوی فعالیت های اکتشافی تا حد زیادی وابسته به سطح ذخایر نخستین و نرخ تنزیل دارد. همچنین، 

1. Open-loop Cournot-Nash Equilibrium
2. Benchekroun et al.
3. Oligopoly 
4. Herfindahl 
5. Imperfect Competition
6. Closed-loop Cournot-Nash Equilibrium
7. Subgame Perfect
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لامبرتینی1 )2014( مدلی را در یک صنعت منبع تجدیدناپذیر با رقابت کورنو در نظر می گیرد که بر 
روی فعالیت های هزینه بر اکتشاف برای افزایش ذخایر منبع سرمایه گذاری می شود و نشان می دهد 
که دسترسی خصوصی به یک منبع انحصاری انگیزۀ بیشتری را برای اکتشاف نسبت به حالتی فراهم 

می کند که استخراج عمومی از یک منبع صورت می گیرد.
از  بازارها به ویژه برای بسیاری  از کالاها و  پویابودن عرضه و تقاضا نیز می تواند ویژگی بسیاری 
سوخت ها به دلیل هزینه بربودن تطبیق در طرف عرضه و تقاضای آن ها باشد. ویرل2 )1990( بیان 
می کند که تقاضا برای انرژی به خصوص تقاضا برای نفت بسیار کند است. با فرض پویابودن تقاضا، یک 
انحصارگر یا یک کارتل ممکن است از یک سیاست ناپایدار یا پایدار قیمت برای بیشینه  کردن سود 
خود استفاده کنند. پژوهش های پیشین نشان می دهند که شکل تابع تقاضا، تعیین کننده پایداری یا 
ناپایداری قیمت است. ویرل )2010( به مطالعه راهبردهای مقداری غیررقابتی بهینه زمانی می پردازد 
که تحول های عرضه و تقاضا بازار انرژی پویا هستند. وی تعادل های همکارانه و غیرهمکارانه را در 
راهبردهای حلقه باز و مارکف3 مورد تحلیل قرار داده و نشان می دهد که تعادل های به دست آمده از 
راهبرد مارکف، از آنچه که در مدل های چسبندگی قیمت4 مورد بحث قرار گرفته، متفاوت است. ویرل 
)2015( به توصیف راهبرد بهینۀ یک کارتل پرداخته که با تقاضای تصادفی، دینامیک و محدب مواجه 
است و بیان می کند که زمانی که به مدل سازی کارتل به طور کلی و تصمیم های اوپک به طور خاص 
تقاضا بسیار  بلندمدت  قابل توجه بین کشش قیمتی کوتاه مدت و  تفاوت  به  پرداخته می شود، توجه 

مهم است.
در این پژوهش تلاش می شود تا برای تطابق بیشتر با واقعیت و با تعمیم پژوهش های پیشین 
در خصوص مدل های کارتل  ـفرینج منابع تجدیدناپذیر، با درنظرگرفتن پویابودن تقاضای سوخت های 
فسیلی مانند نفت، امکان اکتشاف منابع جدید را برای بنگاه هایی که مقدار منابع کمتری دارند بررسی 
نموده، و سیاست عرضه کنند گان یک منبع تجدیدناپذیر را در مورد قیمت، مقدار استخراج و اکتشاف 
منابع مورد تحلیل و بازبینی قرار دهد. در ادامۀ این پژوهش و در بخش دوم، به بیان مدل مسئله 
پرداخته می شود. در بخش سوم، مراحل حل مدل توضیح داده می شود و در بخش چهارم نتایج آن 

ارائه می شود. بخش آخر، به جمع بندی و نتیجه گیری پژوهش اختصاص می یابد.

1. Lambertini 
2. Wirl  
3. Markov 
4. Sticky Price 



شی
وه

پژ
ی- 

علم
مه 

لنا
ص

ف
وم

و د
م 

ست
 بي

ال
س

3 
ره

ما
ش

13
96

يز 
پاي

50

مدل مسئله
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بنگاه مسلط است و اگر آن، قیمت بازار را از مرزهای احتیاطی بالاتر تعیین نماید، به مرور در هر سطحی از 
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مدل، برای سادگی فرض می شود که تنها یک تولیدکنندۀ فرینج در بازار وجود دارد.
 نشان داده و تقاضای بازار برابر 

اکتشاف خود )از جمله  یاکتشاف یها یتفعال ،یشترب یدشدن استخراج و تول   صرفه به ونو مقر محصول یمتق یشگروه با افزا
و گذار  یمتدر حکم بنگاه ق ،مسلط یدکنندگانتول ،پژوهش یندر ا رفتهبکار  یدر الگو دهند. ینامتعارف( را توسعه م منابع

 ،یدنما یینتع یینپا یاربس یرا در سطحمحصول  یمتاگر ق بنگاه مسلط ،الگو ین. در اهستند یرپذ یمتق ،ینجفر یدکنندگانتول
بازار  یاصل های هحجم مبادل یۀار حضور مستمر داشته باشند و کلنتوانند در باز ینجفر یدکنندگانکدام از تول یچممکن است ه

به مرور در  ،نماید یینبالاتر تع یاطیاحت یبازار را از مرزها یمتق آن،و اگر  است بنگاه مسلط یها یریگ یمتصم یاردر اخت
 یندر ا دهند. یخود را گسترش م یدیتول یتوارد بازار شده و ظرف ینجفر یدکنندگانتولاز  یبخش یمت،از ق یهر سطح
 .دارد وجوددر بازار  ینجفر یدکنندۀتول یککه تنها  شود میفرض  یسادگ یمدل، برا

، رو نیااز . است q(t) نشان داده و تقاضای بازار برابر      و       با  یبرا به ترت ینجو فر بنگاه مسلطمقدار عرضه 
 :کند که یم انیتعادل در بازار ب یشرط برقرار

(1)                    
ند. ینما نهیشیب یگرید یها میتصمگرفتن سود خود را با توجه به درنظر تادارند  یرده در صنعت سعب های نام هریک از گروه

 :میکن یم فیتعر( 2) رابطهرا در هر لحظه به صورت  بنگاه مسلط یسود انتظار ،نجایدر ا

(2)                        
  (          )

 

    
 یاست که برا یانهیهز ،و عبارت دوم (           خود ) ۀاز مقدار عرض بنگاه مسلطدرآمد  گر انیب ،نخستعبارت 

 ۀمحدب از درج یتابع بنگاه مسلط ۀنیمشخص است، هز (2گونه که از رابطه ) همانشود.  یم متحمل عرضه مقدار نیا دیتول
 گرفته شده است. نظراست، دربنگاه مسلط )کارتل(  گر بیان cکه اندیس  ،   بیبا ضرو دو 
 یها تیو فعال بوده ادیز اریبس نجیفر اب سهیدر مقا بنگاه مسلطمقدار منابع در دسترس که شود  یفرض م ،پژوهش نیدر ا

 یمنابع مواجه است و برا تیخود با محدود دیتول ریدر مس نجیآن ندارد. اما فر ۀنیو هز ریذخابر مقدار  یاثر چندان یاکتشاف
نشان  e با زند که یم دیجدکشف منابع  یبرا یاکتشاف یها اقداماز  یسر کیدست به  ،خود در هر دوره ریذخامقدار  شیافزا
باعث افزایش مقدار  vثابت  بیضر کیو با  استتلاش  زانیمهمان  ای یاکتشاف یها تیفعال زانیم گر انیب و شود یم داده

 :کند یم یرویپ( 3) یایپو ۀاز معادل نجیمقدار منبع فر یرهاییتغ ن،یبنابراشود.  منبع در هر دوره می
(3)   

    ̇                .  
  بهتلاش  شیبا افزا ،. در هر دورهاست tدر دوره  رهیذخ نیا یرهاییتغمیزان     ̇ و  نجیفر ۀمیزان ذخیر     که در آن 

 .شود یاز آن کاسته م ،استخراج هر دوره زانیافزوده و به م نجیفر ۀریذخ به دیمنظور کشف منابع جد

   آن در تابع سود بنگاه به صورت  ۀنیو هز استبر  نهیهز نجیبنگاه فر یبرا یاکتشاف یها تیفعال
  شود که در آن  وارد می  

 مواجه آن با لحظه هر در نجیکه فر یتابع سود ن،یبنابرا. است دیکشف منابع جد ۀنیهز بیضر ۀدهند نشانپارامتر ثابت و 
 برابر است با: ،شود یم

(4)                 
        
            

    
 نیکه ا استاستخراج  نیا یاه نهیهز ،عبارت دوم و است.    حاصل از استخراجمقدار درآمد  ،نخستکه در آن عبارت 

از  .دبواستخراج بالاتر خواهد  ۀنیهز ،ابدیکاهش  ریذخا نیا و هرچه است x ،در دسترس ریذخاوابسته به مقدار  ،نهیهز
بودن تقاضا و به ای، پوشود یممشاهده  یانرژ یدر بازارها ربازیکه از د ییها یژگیاز و یکیو در طرف تقاضا،  گرید یسو

ها و  دستگاه یبه سطح فناور یانرژ یبودن تقاضا وابسته لیبه دل ،تقاضا است. در واقع قیتطب کندبودن ،تر قیعبارت دق
 واکنش ،یفناور رییبودن تغبر زمان ای ها دستگاه نیا عمر طول لیبه دل ن،یهمچنو  ،کنند یم مصرف یانرژ که یزاتیتجه
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                                 )1(
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رابطه )2( تعریف می کنیم:

اکتشاف خود )از جمله  یاکتشاف یها یتفعال ،یشترب یدشدن استخراج و تول   صرفه به ونو مقر محصول یمتق یشگروه با افزا
و گذار  یمتدر حکم بنگاه ق ،مسلط یدکنندگانتول ،پژوهش یندر ا رفتهبکار  یدر الگو دهند. ینامتعارف( را توسعه م منابع

 ،یدنما یینتع یینپا یاربس یرا در سطحمحصول  یمتاگر ق بنگاه مسلط ،الگو ین. در اهستند یرپذ یمتق ،ینجفر یدکنندگانتول
بازار  یاصل های هحجم مبادل یۀار حضور مستمر داشته باشند و کلنتوانند در باز ینجفر یدکنندگانکدام از تول یچممکن است ه

به مرور در  ،نماید یینبالاتر تع یاطیاحت یبازار را از مرزها یمتق آن،و اگر  است بنگاه مسلط یها یریگ یمتصم یاردر اخت
 یندر ا دهند. یخود را گسترش م یدیتول یتوارد بازار شده و ظرف ینجفر یدکنندگانتولاز  یبخش یمت،از ق یهر سطح
 .دارد وجوددر بازار  ینجفر یدکنندۀتول یککه تنها  شود میفرض  یسادگ یمدل، برا

، رو نیااز . است q(t) نشان داده و تقاضای بازار برابر      و       با  یبرا به ترت ینجو فر بنگاه مسلطمقدار عرضه 
 :کند که یم انیتعادل در بازار ب یشرط برقرار

(1)                    
ند. ینما نهیشیب یگرید یها میتصمگرفتن سود خود را با توجه به درنظر تادارند  یرده در صنعت سعب های نام هریک از گروه

 :میکن یم فیتعر( 2) رابطهرا در هر لحظه به صورت  بنگاه مسلط یسود انتظار ،نجایدر ا

(2)                        
  (          )

 

    
 یاست که برا یانهیهز ،و عبارت دوم (           خود ) ۀاز مقدار عرض بنگاه مسلطدرآمد  گر انیب ،نخستعبارت 

 ۀمحدب از درج یتابع بنگاه مسلط ۀنیمشخص است، هز (2گونه که از رابطه ) همانشود.  یم متحمل عرضه مقدار نیا دیتول
 گرفته شده است. نظراست، دربنگاه مسلط )کارتل(  گر بیان cکه اندیس  ،   بیبا ضرو دو 
 یها تیو فعال بوده ادیز اریبس نجیفر اب سهیدر مقا بنگاه مسلطمقدار منابع در دسترس که شود  یفرض م ،پژوهش نیدر ا

 یمنابع مواجه است و برا تیخود با محدود دیتول ریدر مس نجیآن ندارد. اما فر ۀنیو هز ریذخابر مقدار  یاثر چندان یاکتشاف
نشان  e با زند که یم دیجدکشف منابع  یبرا یاکتشاف یها اقداماز  یسر کیدست به  ،خود در هر دوره ریذخامقدار  شیافزا
باعث افزایش مقدار  vثابت  بیضر کیو با  استتلاش  زانیمهمان  ای یاکتشاف یها تیفعال زانیم گر انیب و شود یم داده

 :کند یم یرویپ( 3) یایپو ۀاز معادل نجیمقدار منبع فر یرهاییتغ ن،یبنابراشود.  منبع در هر دوره می
(3)   

    ̇                .  
  بهتلاش  شیبا افزا ،. در هر دورهاست tدر دوره  رهیذخ نیا یرهاییتغمیزان     ̇ و  نجیفر ۀمیزان ذخیر     که در آن 

 .شود یاز آن کاسته م ،استخراج هر دوره زانیافزوده و به م نجیفر ۀریذخ به دیمنظور کشف منابع جد

   آن در تابع سود بنگاه به صورت  ۀنیو هز استبر  نهیهز نجیبنگاه فر یبرا یاکتشاف یها تیفعال
  شود که در آن  وارد می  

 مواجه آن با لحظه هر در نجیکه فر یتابع سود ن،یبنابرا. است دیکشف منابع جد ۀنیهز بیضر ۀدهند نشانپارامتر ثابت و 
 برابر است با: ،شود یم

(4)                 
        
            

    
 نیکه ا استاستخراج  نیا یاه نهیهز ،عبارت دوم و است.    حاصل از استخراجمقدار درآمد  ،نخستکه در آن عبارت 

از  .دبواستخراج بالاتر خواهد  ۀنیهز ،ابدیکاهش  ریذخا نیا و هرچه است x ،در دسترس ریذخاوابسته به مقدار  ،نهیهز
بودن تقاضا و به ای، پوشود یممشاهده  یانرژ یدر بازارها ربازیکه از د ییها یژگیاز و یکیو در طرف تقاضا،  گرید یسو

ها و  دستگاه یبه سطح فناور یانرژ یبودن تقاضا وابسته لیبه دل ،تقاضا است. در واقع قیتطب کندبودن ،تر قیعبارت دق
 واکنش ،یفناور رییبودن تغبر زمان ای ها دستگاه نیا عمر طول لیبه دل ن،یهمچنو  ،کنند یم مصرف یانرژ که یزاتیتجه
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است، هزینۀ بنگاه مسلط تابعی محدب از درجۀ دو و با ضریب 
)کارتل( است، درنظر گرفته شده است.
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در این پژوهش، فرض می شود که مقدار منابع در دسترس بنگاه مسلط در مقایسه با فرینج بسیار 
زیاد بوده و فعالیت های اکتشافی اثر چندانی بر مقدار ذخایر و هزینۀ آن ندارد. اما فرینج در مسیر 
تولید خود با محدودیت منابع مواجه است و برای افزایش مقدار ذخایر خود در هر دوره، دست به 
یک سری از اقدام های اکتشافی برای کشف منابع جدید می زند که با e نشان داده می شود و بیان گر 
میزان فعالیت های اکتشافی یا همان میزان تلاش است و با یک ضریب ثابت v باعث افزایش مقدار 
منبع در هر دوره می شود. بنابراین، تغییرهای مقدار منبع فرینج از معادلۀ پویای )3( پیروی می کند:

اکتشاف خود )از جمله  یاکتشاف یها یتفعال ،یشترب یدشدن استخراج و تول   صرفه به ونو مقر محصول یمتق یشگروه با افزا
و گذار  یمتدر حکم بنگاه ق ،مسلط یدکنندگانتول ،پژوهش یندر ا رفتهبکار  یدر الگو دهند. ینامتعارف( را توسعه م منابع

 ،یدنما یینتع یینپا یاربس یرا در سطحمحصول  یمتاگر ق بنگاه مسلط ،الگو ین. در اهستند یرپذ یمتق ،ینجفر یدکنندگانتول
بازار  یاصل های هحجم مبادل یۀار حضور مستمر داشته باشند و کلنتوانند در باز ینجفر یدکنندگانکدام از تول یچممکن است ه

به مرور در  ،نماید یینبالاتر تع یاطیاحت یبازار را از مرزها یمتق آن،و اگر  است بنگاه مسلط یها یریگ یمتصم یاردر اخت
 یندر ا دهند. یخود را گسترش م یدیتول یتوارد بازار شده و ظرف ینجفر یدکنندگانتولاز  یبخش یمت،از ق یهر سطح
 .دارد وجوددر بازار  ینجفر یدکنندۀتول یککه تنها  شود میفرض  یسادگ یمدل، برا

، رو نیااز . است q(t) نشان داده و تقاضای بازار برابر      و       با  یبرا به ترت ینجو فر بنگاه مسلطمقدار عرضه 
 :کند که یم انیتعادل در بازار ب یشرط برقرار

(1)                    
ند. ینما نهیشیب یگرید یها میتصمگرفتن سود خود را با توجه به درنظر تادارند  یرده در صنعت سعب های نام هریک از گروه

 :میکن یم فیتعر( 2) رابطهرا در هر لحظه به صورت  بنگاه مسلط یسود انتظار ،نجایدر ا

(2)                        
  (          )

 

    
 یاست که برا یانهیهز ،و عبارت دوم (           خود ) ۀاز مقدار عرض بنگاه مسلطدرآمد  گر انیب ،نخستعبارت 

 ۀمحدب از درج یتابع بنگاه مسلط ۀنیمشخص است، هز (2گونه که از رابطه ) همانشود.  یم متحمل عرضه مقدار نیا دیتول
 گرفته شده است. نظراست، دربنگاه مسلط )کارتل(  گر بیان cکه اندیس  ،   بیبا ضرو دو 
 یها تیو فعال بوده ادیز اریبس نجیفر اب سهیدر مقا بنگاه مسلطمقدار منابع در دسترس که شود  یفرض م ،پژوهش نیدر ا

 یمنابع مواجه است و برا تیخود با محدود دیتول ریدر مس نجیآن ندارد. اما فر ۀنیو هز ریذخابر مقدار  یاثر چندان یاکتشاف
نشان  e با زند که یم دیجدکشف منابع  یبرا یاکتشاف یها اقداماز  یسر کیدست به  ،خود در هر دوره ریذخامقدار  شیافزا
باعث افزایش مقدار  vثابت  بیضر کیو با  استتلاش  زانیمهمان  ای یاکتشاف یها تیفعال زانیم گر انیب و شود یم داده

 :کند یم یرویپ( 3) یایپو ۀاز معادل نجیمقدار منبع فر یرهاییتغ ن،یبنابراشود.  منبع در هر دوره می
(3)   

    ̇                .  
  بهتلاش  شیبا افزا ،. در هر دورهاست tدر دوره  رهیذخ نیا یرهاییتغمیزان     ̇ و  نجیفر ۀمیزان ذخیر     که در آن 

 .شود یاز آن کاسته م ،استخراج هر دوره زانیافزوده و به م نجیفر ۀریذخ به دیمنظور کشف منابع جد

   آن در تابع سود بنگاه به صورت  ۀنیو هز استبر  نهیهز نجیبنگاه فر یبرا یاکتشاف یها تیفعال
  شود که در آن  وارد می  

 مواجه آن با لحظه هر در نجیکه فر یتابع سود ن،یبنابرا. است دیکشف منابع جد ۀنیهز بیضر ۀدهند نشانپارامتر ثابت و 
 برابر است با: ،شود یم

(4)                 
        
            

    
 نیکه ا استاستخراج  نیا یاه نهیهز ،عبارت دوم و است.    حاصل از استخراجمقدار درآمد  ،نخستکه در آن عبارت 

از  .دبواستخراج بالاتر خواهد  ۀنیهز ،ابدیکاهش  ریذخا نیا و هرچه است x ،در دسترس ریذخاوابسته به مقدار  ،نهیهز
بودن تقاضا و به ای، پوشود یممشاهده  یانرژ یدر بازارها ربازیکه از د ییها یژگیاز و یکیو در طرف تقاضا،  گرید یسو

ها و  دستگاه یبه سطح فناور یانرژ یبودن تقاضا وابسته لیبه دل ،تقاضا است. در واقع قیتطب کندبودن ،تر قیعبارت دق
 واکنش ،یفناور رییبودن تغبر زمان ای ها دستگاه نیا عمر طول لیبه دل ن،یهمچنو  ،کنند یم مصرف یانرژ که یزاتیتجه
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که در آن 
دوره، با افزایش تلاش به  منظور کشف منابع جدید به ذخیرۀ فرینج افزوده و به میزان استخراج هر 

دوره، از آن کاسته می شود.
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 یندر ا دهند. یخود را گسترش م یدیتول یتوارد بازار شده و ظرف ینجفر یدکنندگانتولاز  یبخش یمت،از ق یهر سطح
 .دارد وجوددر بازار  ینجفر یدکنندۀتول یککه تنها  شود میفرض  یسادگ یمدل، برا

، رو نیااز . است q(t) نشان داده و تقاضای بازار برابر      و       با  یبرا به ترت ینجو فر بنگاه مسلطمقدار عرضه 
 :کند که یم انیتعادل در بازار ب یشرط برقرار

(1)                    
ند. ینما نهیشیب یگرید یها میتصمگرفتن سود خود را با توجه به درنظر تادارند  یرده در صنعت سعب های نام هریک از گروه

 :میکن یم فیتعر( 2) رابطهرا در هر لحظه به صورت  بنگاه مسلط یسود انتظار ،نجایدر ا

(2)                        
  (          )

 

    
 یاست که برا یانهیهز ،و عبارت دوم (           خود ) ۀاز مقدار عرض بنگاه مسلطدرآمد  گر انیب ،نخستعبارت 

 ۀمحدب از درج یتابع بنگاه مسلط ۀنیمشخص است، هز (2گونه که از رابطه ) همانشود.  یم متحمل عرضه مقدار نیا دیتول
 گرفته شده است. نظراست، دربنگاه مسلط )کارتل(  گر بیان cکه اندیس  ،   بیبا ضرو دو 
 یها تیو فعال بوده ادیز اریبس نجیفر اب سهیدر مقا بنگاه مسلطمقدار منابع در دسترس که شود  یفرض م ،پژوهش نیدر ا

 یمنابع مواجه است و برا تیخود با محدود دیتول ریدر مس نجیآن ندارد. اما فر ۀنیو هز ریذخابر مقدار  یاثر چندان یاکتشاف
نشان  e با زند که یم دیجدکشف منابع  یبرا یاکتشاف یها اقداماز  یسر کیدست به  ،خود در هر دوره ریذخامقدار  شیافزا
باعث افزایش مقدار  vثابت  بیضر کیو با  استتلاش  زانیمهمان  ای یاکتشاف یها تیفعال زانیم گر انیب و شود یم داده

 :کند یم یرویپ( 3) یایپو ۀاز معادل نجیمقدار منبع فر یرهاییتغ ن،یبنابراشود.  منبع در هر دوره می
(3)   

    ̇                .  
  بهتلاش  شیبا افزا ،. در هر دورهاست tدر دوره  رهیذخ نیا یرهاییتغمیزان     ̇ و  نجیفر ۀمیزان ذخیر     که در آن 

 .شود یاز آن کاسته م ،استخراج هر دوره زانیافزوده و به م نجیفر ۀریذخ به دیمنظور کشف منابع جد

   آن در تابع سود بنگاه به صورت  ۀنیو هز استبر  نهیهز نجیبنگاه فر یبرا یاکتشاف یها تیفعال
  شود که در آن  وارد می  

 مواجه آن با لحظه هر در نجیکه فر یتابع سود ن،یبنابرا. است دیکشف منابع جد ۀنیهز بیضر ۀدهند نشانپارامتر ثابت و 
 برابر است با: ،شود یم

(4)                 
        
            

    
 نیکه ا استاستخراج  نیا یاه نهیهز ،عبارت دوم و است.    حاصل از استخراجمقدار درآمد  ،نخستکه در آن عبارت 

از  .دبواستخراج بالاتر خواهد  ۀنیهز ،ابدیکاهش  ریذخا نیا و هرچه است x ،در دسترس ریذخاوابسته به مقدار  ،نهیهز
بودن تقاضا و به ای، پوشود یممشاهده  یانرژ یدر بازارها ربازیکه از د ییها یژگیاز و یکیو در طرف تقاضا،  گرید یسو

ها و  دستگاه یبه سطح فناور یانرژ یبودن تقاضا وابسته لیبه دل ،تقاضا است. در واقع قیتطب کندبودن ،تر قیعبارت دق
 واکنش ،یفناور رییبودن تغبر زمان ای ها دستگاه نیا عمر طول لیبه دل ن،یهمچنو  ،کنند یم مصرف یانرژ که یزاتیتجه
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و گذار  یمتدر حکم بنگاه ق ،مسلط یدکنندگانتول ،پژوهش یندر ا رفتهبکار  یدر الگو دهند. ینامتعارف( را توسعه م منابع

 ،یدنما یینتع یینپا یاربس یرا در سطحمحصول  یمتاگر ق بنگاه مسلط ،الگو ین. در اهستند یرپذ یمتق ،ینجفر یدکنندگانتول
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که در آن عبارت نخست، مقدار درآمد حاصل از استخراج 
استخراج است که این هزینه، وابسته به مقدار ذخایر در دسترس، x است و هرچه این ذخایر کاهش 
از  از ویژگی هایی که  تقاضا، یکی  از سوی دیگر و در طرف  بود.  بالاتر خواهد  یابد، هزینۀ استخراج 
دیرباز در بازارهای انرژی مشاهده می شود، پویابودن تقاضا و به عبارت دقیق تر، کندبودن تطبیق تقاضا 
است. در واقع، به دلیل وابسته بودن تقاضای انرژی به سطح فناوری دستگاه ها و تجهیزاتی که انرژی 
مصرف می کنند، و همچنین، به دلیل طول عمر این دستگاه ها یا زمان بربودن تغییر فناوری، واکنش 
کوتاه مدت تقاضا به تغییر قیمت با واکنش بلندمدت آن متفاوت است. در واقع، تقاضا در کوتاه مدت 
به کندی و در طول زمان، خود را به سطح بلندمدت تقاضای استخراج شده از تابع تقاضا می رساند. از 
، از تقاضای بلندمدت یا همان تقاضای 

و در طول  یبه کند مدت کوتاهدر تقاضا  ،بلندمدت آن متفاوت است. در واقع واکنشبا  متیق رییمدت تقاضا به تغ کوتاه
 یتقاضادر هر لحظه از زمان،  رو، نی. از ارساند یشده از تابع تقاضا م استخراج یتقاضاا به سطح بلندمدت خود ر ،زمان

 [       ]   ̂ ، آمده از تابع تقاضا دست به یهمان تقاضا ایبلندمدت  یتقاضا از ،     بازارشده در  مشاهده
 شود:پوشش داده  sبا نرخ فاصله  نیا شود یمفرض ( 5) ۀبا معادل فاصله دارد، که مطابق

(5)   
    ̇       ̂            

 یفعل یموضوع است که تقاضا نیا گر انیب s=0. قرار دارد      که در بازه  استسرعت تطبیق تقاضا  s ،در این رابطه
 ۀدهند نشان     ،نیرسد. همچن یآمده از تابع تقاضا نم دست به یهمان تقاضا ایبلندمدت  یگاه به تقاضا چیبازار ه

گذار است، بازار اثر یت تعادلمیتقاضا بر مقدار ق یژگیو نیو بلندمدت است. از آنجا که ا مدت کوتاه یتقاضا یفور قیتطب
از  .استمواجه  (5و با معادله ) تقاضا، کندبودن تیکردن سود خود با محدود نهیشیب و متیق ریمس نییدر تع بنگاه مسلط

و  بنگاه مسلط نیرقابت ب ،نی. بنابراکند یم رییاست که در طول زمان تغ رو بهمنابع رو ریذخا تیبا محدود نجیفر ،گرید یسو
تعامل رقابت و در  گریکدیخود با  یها یریگ میکه دو گروه در تصم ییو از آنجا شدهمدل  ایپوصورت  به دیبا نجیفر

بر منافع و  بلکه ،بر منافع و سرنوشت خود تنها نه ها آنگرفته توسط هرکدام از  صورت یها اقدامهستند، و  یراهبرد
 ،بنگاه مسلط تابع هدف .شود یماستفاده  ایپو یها یباز کردیاز رو ها آن نیب ۀلمسئحل  یبرا ،گذارد یاثر م یگریسرنوشت د
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 .شود یشرح داده م آنآوردن تعادل  دست بهدو گروه و  نیگرفته ب صورت یباز حل مراحل لیتفصبه  ،یدر بخش بعد

 مسئله تعادل
 توسطخود در طول زمان  ینمودن سود انتظار نهیشیب ،پژوهش نیدر ا (کارتلبنگاه مسلط )هدف  ،شد انیبطور که  همان

از  .استتلاش در طول زمان  زانیو م دیمقدار تول نییتع راهخود از  یسود انتظار کردن نهیشیب نجیو هدف فر متیق نییتع
 کی وارد گریکدی با نجیو فر بنگاه مسلط، دهستن گریکدی یکنترل یرهایاز متغ متاثر نجیو فر بنگاه مسلطجا که اهداف  آن
را  متیق بنگاه مسلط ،نخست ۀه در مرحلاست ک یا دو مرحله یباز کی یباز نیا رو، نیاز ا شوند. یم استکلبرگ یباز
خود  یاکتشاف یها تیفعال و دیمقدار تول ،بنگاه مسلطشده توسط  نییتع متیبر اساس ق نجیفر ،و در مرحله دوم نموده نییتع

 ن،یبنابرا شود. حل می 1عقب روبه ای یو به صورت بازگشت باز حلقهبه روش  یباز آورد. یم دست به هدف تابع را با توجه به
 در و متیق یسطوح تعادلو سپس  حل شده بنگاه مسلط متیگرفتن قبا داده درنظر نجیفر ۀلئمسشروع حل، ابتدا  یبرا
 شود. یم استخراج بنگاه مسلط دیتول ،جهینت
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 قرار دارد. s=0 بیان گر این موضوع 
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و  بنگاه مسلط نیرقابت ب ،نی. بنابراکند یم رییاست که در طول زمان تغ رو بهمنابع رو ریذخا تیبا محدود نجیفر ،گرید یسو
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 .است        به صورت  نخستشرط  ،که در آن
 .شود یشرح داده م آنآوردن تعادل  دست بهدو گروه و  نیگرفته ب صورت یباز حل مراحل لیتفصبه  ،یدر بخش بعد

 مسئله تعادل
 توسطخود در طول زمان  ینمودن سود انتظار نهیشیب ،پژوهش نیدر ا (کارتلبنگاه مسلط )هدف  ،شد انیبطور که  همان
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را  متیق بنگاه مسلط ،نخست ۀه در مرحلاست ک یا دو مرحله یباز کی یباز نیا رو، نیاز ا شوند. یم استکلبرگ یباز
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 ن،یبنابرا شود. حل می 1عقب روبه ای یو به صورت بازگشت باز حلقهبه روش  یباز آورد. یم دست به هدف تابع را با توجه به
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با کنترل قیمت،  تابع  این  بنگاه مسلط، بیشینه کردن  و مسئلۀ 
تقاضا )5( است.
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 .شود یشرح داده م آنآوردن تعادل  دست بهدو گروه و  نیگرفته ب صورت یباز حل مراحل لیتفصبه  ،یدر بخش بعد

 مسئله تعادل
 توسطخود در طول زمان  ینمودن سود انتظار نهیشیب ،پژوهش نیدر ا (کارتلبنگاه مسلط )هدف  ،شد انیبطور که  همان

از  .استتلاش در طول زمان  زانیو م دیمقدار تول نییتع راهخود از  یسود انتظار کردن نهیشیب نجیو هدف فر متیق نییتع
 کی وارد گریکدی با نجیو فر بنگاه مسلط، دهستن گریکدی یکنترل یرهایاز متغ متاثر نجیو فر بنگاه مسلطجا که اهداف  آن
را  متیق بنگاه مسلط ،نخست ۀه در مرحلاست ک یا دو مرحله یباز کی یباز نیا رو، نیاز ا شوند. یم استکلبرگ یباز
خود  یاکتشاف یها تیفعال و دیمقدار تول ،بنگاه مسلطشده توسط  نییتع متیبر اساس ق نجیفر ،و در مرحله دوم نموده نییتع
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که در آن، شرط نخست به صورت 
در بخش بعدی، به تفصیل مراحل حل بازی صورت گرفته بین دو گروه و به دست آوردن تعادل 

آن شرح داده می شود.

تعادل مسئله

همان طور که بیان شد، هدف بنگاه مسلط )کارتل( در این پژوهش، بیشینه نمودن سود انتظاری 
خود در طول زمان توسط تعیین قیمت و هدف فرینج بیشینه کردن سود انتظاری خود از راه تعیین 
متاثر  فرینج  و  مسلط  بنگاه  اهداف  که  آن جا  از  است.  زمان  طول  در  تلاش  میزان  و  تولید  مقدار 
استکلبرگ  بازی  یک  وارد  یکدیگر  با  فرینج  و  مسلط  بنگاه  هستند،  یکدیگر  کنترلی  متغیرهای  از 
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می شوند. از این رو، این بازی یک بازی دو مرحله ای است که در مرحلۀ نخست، بنگاه مسلط قیمت را 
تعیین نموده و در مرحله دوم، فرینج بر اساس قیمت تعیین شده توسط بنگاه مسلط، مقدار تولید و 
فعالیت های اکتشافی خود را با توجه به تابع هدف به دست می آورد. بازی به روش حلقه باز و به صورت 
بازگشتی یا روبه عقب1 حل می شود. بنابراین، برای شروع حل، ابتدا مسئلۀ فرینج با داده درنظرگرفتن 
قیمت بنگاه مسلط حل شده و سپس سطوح تعادلی قیمت و در نتیجه، تولید بنگاه مسلط استخراج 

می شود.

مسئله فرینج

معادلۀ همیلتونین2 بنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدودیت منابعی که با آن مواجه است، 
عبارت است از:  عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل

(8)           ̇      
 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                )8(

 متغیر هم وضعیت3 مربوط به معادلۀ محدودیت فرینج یعنی معادله )3( است.

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

که در آن 
برای تعیین مقدار پایای متغیرها مبتنی  بر اصل بیشینه سازی پنتریاگین4، باید مشتق مرتبه اول5، 
معادله های الحاقی6، و شرایط تراگردی7 مربوط به هر متغیر محاسبه شود که به تفکیک متغیرهای 

کنترلی، در ادامه به شرح هریک از این مراحل پرداخته می شود.
 را از معادله به دست 

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

ابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برای متغیر کنترلی e مقدار 
آورده می شود:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                                                          )9(
معادلۀ الحاقی مربوط به آن، نوشته و از رابطه )9( در آن جای گذاری می شود:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                                         )10(

از معادله )9( نسبت به زمان مشتق گرفته،  را به دست آورده و در رابطه )10( جای گذاری می شود:
1. Backward Induction 
2. Hamiltonian
3. Co-state
4. Pontryagin`s Maximum Principle
5. First Order Condition
6. Adjoin Equations
7. Transversality Condition
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 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                      )11(
 یا همان مسیر اکتشاف منابع در فرینج به دست می آید:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

سپس از رابطه )11(، 

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                                  )12(
 انجام می شود.

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

در مرحلۀ بعد، این اقدام ها برای متغیر دوم کنترلی فرینج، یعنی 
 استخراج می شود:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

 به دست آورده و از آن 

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

یعنی شرط مرتبه اول را برای متغیر کنترلی 

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                              )13(

 به دست آمده از رابطه )13( در آن جای گذاری می گردد:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

معادله الحاقی مربوط به آن را نوشته و 

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                  )14(

داده  قرار   )14( معادله  در  و  گرفته  مشتق  زمان  به  نسبت   )13( معادله  از  به دست آمده   

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

از 

می شود:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                      )15(
 )مسیر استخراج فرینج( را استخراج کرده که به صورت رابطه )16( است:

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

و از آن 

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

                                      )16(
 است.

 عبارت است از: ،که با آن مواجه است یمنابع تیبنگاه فرینج با توجه به تابع سود و محدود 1نیلتونیهم ۀمعادل
(8)           ̇      

 
      

   
   

    (      )   
 .است( 3معادله ) یعنی نجیفر تیمحدود ۀمربوط به معادل 2تیوضع متغیر هم   که در آن 

 طیشرا و ،5یالحاق یها ه، معادل4مشتق مرتبه اول دیبا ،3نیاگیپنتر یساز نهیشیاصل ب بر  یمبتن رهایمتغ یایار پامقد نییتع یبرا
 پرداختهمراحل  نیاز ا کیدر ادامه به شرح هر، یکنترل یرهایمتغ کیکه به تفکمربوط به هر متغیر محاسبه شود  6یتراگرد

 .شود یم
 :شود یم آورده دست بهرا از معادله    مقدار    یکنترل ریمتغ یابتدا با استفاده از شرط مشتق مرتبه اول، برا

(3)    
         

  
    

 
 :شود یم یذارگ ی( در آن جا3) از رابطهو  نوشته ،مربوط به آن یالحاق ۀمعادل

(11)  ̇      
   
     ̇      (

     
   )   (   )  (

     
   )  

 :شود یم یگذار ی( جا11) رابطهآورده و در  دست بهرا   ̇  ،( نسبت به زمان مشتق گرفته3از معادله )

(11)    
̇   (   )  (

     
   )  

 :دیآ یم دست به نجیدر فر یا همان مسیر اکتشاف منابع ̇ (، 11) رابطهسپس از 

(12)  ̇     
      
     

 .شود یمانجام     یعنی ،نجیفر یکنترلدوم  ریمتغ یبرا ها اقدام نیا ،بعد ۀدر مرحل
 :شود یماستخراج    آورده و از آن  دست به    یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا یعنی
(13)    

   
             

    
 :گردد یم یگذار ی( در آن جا13) رابطهآمده از  دست به   و  نوشتهمعادله الحاقی مربوط به آن را 

(14)  ̇      
   
     ̇      (    

 

   )          
   (    

 

   ) . 
 :شود یم داده( قرار 14در معادله )و  گرفته( نسبت به زمان مشتق 13آمده از معادله )  دست به    از
(15)  ̇      ̇       ̇

    (      
 )  (    

 

   )   
 است:( 16) رابطهکه به صورت  کرده)مسیر استخراج فرینج( را استخراج  ̇  و از آن 

(16)   ̇      
  (        )

     ̇     
  

    
 .است                  به صورت  نجیفر ۀلئمسشرایط تراگردی مربوط به 

                                                           
1. Hamiltonian 
2. Costate 

3. Pontryagin's Maximum Principle 

4. First Order Condition 
5. Adjoin Equations 
6. Transversality Condition 

شرایط تراگردی مربوط به مسئلۀ فرینج به صورت 
پس از به دست آوردن معادله های پویای متغیرهای کنترلی فرینج، در مرحله دوم تمام مراحل 
انجام شده را برای بنگاه مسلط، با توجه به متغیرهای کنترلی و وضعیت آن تکرار کرده و معادله های 

پویای متغیر کنترلی آن به دست آورده می شود.

مسئله بنگاه مسلط

 ابتدا معادله همیلتونین مربوط به بنگاه مسلط 

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

برای به دست آوردن مسیر قیمتی بنگاه مسلط 
نوشته می شود که عبارت است از:

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

             )17(
 

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

آن،  از  و  آورده  به دست  قیمت،  یعنی  آن،  کنترلی  متغیر  برای  را  اول  مرتبه  شرط  سپس، 
استخراج می شود:

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                                        )18(
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 به دست آمده از رابطه )18( در آن جایگزین می گردد:

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

معادله الحاقی مربوطه را تشکیل داده و 

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                   )19(

از معادله )18( نسبت به زمان مشتق گرفته و در رابطه )19( جایگزین می شود:

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                                         )20(

به دست  از آن،   و  را در معادله )20( جایگذاری کرده  از معادله )16(  به دست آمده   

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

سپس 

می آید:

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

             )21(

 برقرار است.

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

همچنین، شرایط تراگردی 
پس از به دست آوردن معادله های دیفرانسیلی متغیرها، برای به دست آوردن حالت پایدار1 سیستم، 
با استفاده از این معادله ها، یک دستگاه معادله ای تشکیل داده و با صفر قراردادن هریک از معادله های 

سیستم، وضعیت پایدار سیستم و مقدارهای تعادلی بلندمدت متغیرها به دست می آید.

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                         )22(

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                          )23(

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                            )24(

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 

    (    
 )  (    (    )     )      

 :دیآ یم دست به ̇  ،آن از و کرده یگذاری( جا21( را در معادله )16آمده از معادله ) دست به ̇  سپس 

(21)  ̇      (       )    (   (                     ) )       

         
 .استبرقرار                    یتراگرد طیشراهمچنین، 

 ها، معادله نیده از ابا استفا ،سیستم 1ردایآوردن حالت پا دست به یبرا ،رهایمتغ یلیفرانسید یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 یمقدارهاو  ستمیس داریپا تیوضع، ستمیس یها معادله از کیدادن هرو با صفر قرار داده لیتشک یا هدستگاه معادل کی

 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل

(22)        

(23)        

(24)        

       

(25)   
                     

                 

(26)          
        

           
        

                                                           
1. Steady State 

                         )25(

، بنگاه مسلط یشده را برا در مرحله دوم تمام مراحل انجام، نجیفر یکنترل یرهایمتغ یایپو یها هآوردن معادل دست بهاز  پس
 .شود یم آورده دست بهآن  یکنترل ریمتغ یایپو یها همعادلو  کردهآن تکرار  تیو وضع یکنترل یرهایبا توجه به متغ

 
 بنگاه مسلط مسئله
که عبارت  شود یم نوشته بنگاه مسلط( ابتدا معادله همیلتونین مربوط به ̇ ) بنگاه مسلط یمتیق ریآوردن مس دست بهبرای 

 است از:
(17)           ̇   (    )   

   (    )
                 

 :شود یماستخراج     از آن، و آورده دست به مت،یق یعنیآن،  یکنترل ریمتغ یشرط مرتبه اول را برا ،سپس
(18)    

             
      

 :گردد یم نیگزی( در آن جا18) رابطهآمده از  دست به   و  داده لیتشکمعادله الحاقی مربوطه را 
(13)  ̇         

     ̇   (    
 )  (    (    )     )     

 :شود یم نیگزی( جا13) رابطهدر  و گرفته( نسبت به زمان مشتق 18معادله ) از
(21)  ̇  ̇ 
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 .دیآ یم دست به رهایمتغبلندمدت  یتعادل
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1. Steady State 

                                   )26(

همان طور که مشاهده می شود، برای متغیر x، دو مقدار به دست می آید. که مقدار دوم، منفی است 
که برای ذخیرۀ منبع پذیرش پذیر نیست. مقدار نخست، برای مقدارهای پذیرش پذیر پارامترها مثبت 

است. همچنین، در رابطه )26(، مقدارهای B ،A و C به ترتیب برابرند با:
منبع  ۀریذخ یبرا کهاست  یمنف ،. که مقدار دومدیآ یم دست بهدو مقدار  ،x ریمتغ یبرا ،شود یمشاهده م طور که همان

 یمقدارها ،(26) رابطهدر  ،نیهمچن .استپارامترها مثبت  ریپذ رشیپذ یمقدارها یبرا نخست،مقدار  .ستین ریپذ رشیپذ
 :با برابرند بیترتبه    و  ،  

   √     (     )              
                 
               

 
 

 تعادل بلندمدت لیتحل
بر آن مدل  یپارامترها رییتغتعادل و اثر  نیا لیو تحل ی، به بررسمسئلهبلندمدت  تعادل استخراجاز  پس ،در این بخش

، بر تعادل a بازار ۀو انداز ،r ، نرخ بهرهs تقاضا قیتطب سرعت رییاثر تغ یررس، به دنبال بروشنطور  به .شود یم پرداخته
 .شود یم نییتع رهاییتغ نیمدل، اثر ا یپارامترها ریگرفتن سادرنظر ثابت با ادامه در منظور، نیا هببود.  میبلندمدت خواه

 :شود ینظر گرفته مپارامترها در یبرا ر،ی، مطابق زیمنطق یها طشر از یسر کی ،در ابتدا
                              

تقاضا به مدت  کوتاه مقدار ،ابدی شیهرچه مقدار آن افزا و استتر  از صفر بزرگ و تقاضا قیسرعت تطب s ،که در آن
نظر در یمنف و شتهدا قرار کی و صفر نیهره است که بنرخ ب ، r.شود یمتر  کیآمده در تعادل نزد دست بهبلندمدت  یتقاضا

 .است شتریب نجیو فر بنگاه مسلط دوهر دیتول یینها ۀنیاز هز واست  1چوک متیق ای بازار ۀانداز، a .شود ینمگرفته 
 د.نباش یمنف توانند ینم فیتعر بر  یمبن ،v و b است. کمتر نجیفر یینها ۀنیاز هز بنگاه مسلط دیتول یینها ۀنیهز ن،یهمچن

 
 تعادل بلندمدت تقاضا بر یقسرعت تطب ییراثر تغ

 یواقع یو به تقاضا دادهنشان  واکنش متیبه ق یاست که تقاضا با چه سرعت نیا ۀدهند نشان s پارامتر ،پژوهشدر مدل این 
با توجه به  و s ریینسبت به تغ رهایاز متغ کیهر یرهاییتغبر تعادل مدل،  ریمتغ نیاثر ا یبررس یبرا رسد. یمدت مبلند ای

شود که  یمشاهده م s نسبت به پارامتر p ریمشتق متغ ۀبا محاسب .شود یم یپارامترها بررس یشده برا اشاره یمنطق یها طشر
  ) است یمنف مقدارها یتمام یازا علامت مشتق به

بالاتر  متیق باشد، کمترتقاضا  قیهرچه سرعت تطب یعنی .(    
تقاضا باعث  قیسرعت تطب کندبودن ،رایز ؛دارد متیبردن قبالا یبرا یشتریب ۀزیانگ بنگاه مسلط رو، نیا. از خواهد بود

 شود. بنگاه مسلط بینص یشتریبسود داشته باشد و  یکمتررفته، کاهش که بالا یمتینسبت به ق یخروج یتقاضا تاشود  یم
  ) است یمنف قینسبت به پارامتر سرعت تطب ،e تلاش ریمتغ یرهاییتغ ،گرید یسواز 

بودن سرعت کمتر یعنی .(    
 یعنوان منابع به لیاگر نفت شدر بازار  ،مثال یبرا شود. یم دیجد منابع کشف یبرا نجیفر بنگاه تلاش شیتقاضا، سبب افزا

است  صرفه به مقرونبنگاه  یبرا ینفت زمان نیبر منابع نفت متعارف خود دارد، استخراج ا که بنگاه علاوه شود گرفتهنظر در
 نجیبنگاه فر ۀزیانگ مت،یق شیافزا جهیدر نت تقاضا و قیسرعت تطب کندبودنبا  ،نیبنابرا بالا رود. یکاف ۀبه انداز متیکه ق

 نیمقدار ا ،دیکشف منابع جد یبرا شتریبتلاش  اثردر  ،رود یگونه که انتظار م همان شود. یم شتریب دیکشف منابع جد یبرا
  است ) یمنف ،s نسبت به پارامتر x ریمتغ یرهاییتغ که دهد ینشان م ها محاسبه .ابدی یم شیمنابع افزا

 یعنی .(    
 شود. یم منبع شیافزا ،تیدر نهاتلاش و  یبرا زهیانگ شیو افزا متیق شیسبب افزا ،قیسرعت تطب بودن کم

                                                           
1. Choke Price 

                            

1. Steady State
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تحلیل تعادل بلندمدت
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 یمقدارها ،(26) رابطهدر  ،نیهمچن .استپارامترها مثبت  ریپذ رشیپذ یمقدارها یبرا نخست،مقدار  .ستین ریپذ رشیپذ
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 نیمقدار ا ،دیکشف منابع جد یبرا شتریبتلاش  اثردر  ،رود یگونه که انتظار م همان شود. یم شتریب دیکشف منابع جد یبرا
  است ) یمنف ،s نسبت به پارامتر x ریمتغ یرهاییتغ که دهد ینشان م ها محاسبه .ابدی یم شیمنابع افزا
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  است ) یمنف ،s نسبت به پارامتر x ریمتغ یرهاییتغ که دهد ینشان م ها محاسبه .ابدی یم شیمنابع افزا

 یعنی .(    
 شود. یم منبع شیافزا ،تیدر نهاتلاش و  یبرا زهیانگ شیو افزا متیق شیسبب افزا ،قیسرعت تطب بودن کم
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) به ازای تمامی مقدارها منفی است 
کندبودن  زیرا،  دارد؛  قیمت  بالابردن  برای  بیشتری  انگیزۀ  مسلط  بنگاه  این رو،  از  بود.  بالاتر خواهد 
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داشته باشد و سود بیشتری نصیب بنگاه مسلط شود.
 .(

منبع  ۀریذخ یبرا کهاست  یمنف ،. که مقدار دومدیآ یم دست بهدو مقدار  ،x ریمتغ یبرا ،شود یمشاهده م طور که همان
 یمقدارها ،(26) رابطهدر  ،نیهمچن .استپارامترها مثبت  ریپذ رشیپذ یمقدارها یبرا نخست،مقدار  .ستین ریپذ رشیپذ
 :با برابرند بیترتبه    و  ،  

   √     (     )              
                 
               

 
 

 تعادل بلندمدت لیتحل
بر آن مدل  یپارامترها رییتغتعادل و اثر  نیا لیو تحل ی، به بررسمسئلهبلندمدت  تعادل استخراجاز  پس ،در این بخش

، بر تعادل a بازار ۀو انداز ،r ، نرخ بهرهs تقاضا قیتطب سرعت رییاثر تغ یررس، به دنبال بروشنطور  به .شود یم پرداخته
 .شود یم نییتع رهاییتغ نیمدل، اثر ا یپارامترها ریگرفتن سادرنظر ثابت با ادامه در منظور، نیا هببود.  میبلندمدت خواه

 :شود ینظر گرفته مپارامترها در یبرا ر،ی، مطابق زیمنطق یها طشر از یسر کی ،در ابتدا
                              

تقاضا به مدت  کوتاه مقدار ،ابدی شیهرچه مقدار آن افزا و استتر  از صفر بزرگ و تقاضا قیسرعت تطب s ،که در آن
نظر در یمنف و شتهدا قرار کی و صفر نیهره است که بنرخ ب ، r.شود یمتر  کیآمده در تعادل نزد دست بهبلندمدت  یتقاضا

 .است شتریب نجیو فر بنگاه مسلط دوهر دیتول یینها ۀنیاز هز واست  1چوک متیق ای بازار ۀانداز، a .شود ینمگرفته 
 د.نباش یمنف توانند ینم فیتعر بر  یمبن ،v و b است. کمتر نجیفر یینها ۀنیاز هز بنگاه مسلط دیتول یینها ۀنیهز ن،یهمچن

 
 تعادل بلندمدت تقاضا بر یقسرعت تطب ییراثر تغ

 یواقع یو به تقاضا دادهنشان  واکنش متیبه ق یاست که تقاضا با چه سرعت نیا ۀدهند نشان s پارامتر ،پژوهشدر مدل این 
با توجه به  و s ریینسبت به تغ رهایاز متغ کیهر یرهاییتغبر تعادل مدل،  ریمتغ نیاثر ا یبررس یبرا رسد. یمدت مبلند ای

شود که  یمشاهده م s نسبت به پارامتر p ریمشتق متغ ۀبا محاسب .شود یم یپارامترها بررس یشده برا اشاره یمنطق یها طشر
  ) است یمنف مقدارها یتمام یازا علامت مشتق به

بالاتر  متیق باشد، کمترتقاضا  قیهرچه سرعت تطب یعنی .(    
تقاضا باعث  قیسرعت تطب کندبودن ،رایز ؛دارد متیبردن قبالا یبرا یشتریب ۀزیانگ بنگاه مسلط رو، نیا. از خواهد بود

 شود. بنگاه مسلط بینص یشتریبسود داشته باشد و  یکمتررفته، کاهش که بالا یمتینسبت به ق یخروج یتقاضا تاشود  یم
  ) است یمنف قینسبت به پارامتر سرعت تطب ،e تلاش ریمتغ یرهاییتغ ،گرید یسواز 

بودن سرعت کمتر یعنی .(    
 یعنوان منابع به لیاگر نفت شدر بازار  ،مثال یبرا شود. یم دیجد منابع کشف یبرا نجیفر بنگاه تلاش شیتقاضا، سبب افزا

است  صرفه به مقرونبنگاه  یبرا ینفت زمان نیبر منابع نفت متعارف خود دارد، استخراج ا که بنگاه علاوه شود گرفتهنظر در
 نجیبنگاه فر ۀزیانگ مت،یق شیافزا جهیدر نت تقاضا و قیسرعت تطب کندبودنبا  ،نیبنابرا بالا رود. یکاف ۀبه انداز متیکه ق

 نیمقدار ا ،دیکشف منابع جد یبرا شتریبتلاش  اثردر  ،رود یگونه که انتظار م همان شود. یم شتریب دیکشف منابع جد یبرا
  است ) یمنف ،s نسبت به پارامتر x ریمتغ یرهاییتغ که دهد ینشان م ها محاسبه .ابدی یم شیمنابع افزا

 یعنی .(    
 شود. یم منبع شیافزا ،تیدر نهاتلاش و  یبرا زهیانگ شیو افزا متیق شیسبب افزا ،قیسرعت تطب بودن کم
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از سوی دیگر، تغییرهای متغیر تلاش e، نسبت به پارامتر سرعت تطبیق منفی است (
یعنی کمتربودن سرعت تقاضا، سبب افزایش تلاش بنگاه فرینج برای کشف منابع جدید می شود. برای 
مثال، در بازار اگر نفت شیل به عنوان منابعی درنظر گرفته شود که بنگاه علاوه بر منابع نفت متعارف 

1. Choke Price
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خود دارد، استخراج این نفت زمانی برای بنگاه مقرون به صرفه است که قیمت به اندازۀ کافی بالا رود. 
بنابراین، با کندبودن سرعت تطبیق تقاضا و در نتیجه افزایش قیمت، انگیزۀ بنگاه فرینج برای کشف 
منابع جدید بیشتر می شود. همان گونه که انتظار می رود، در اثر تلاش بیشتر برای کشف منابع جدید، 
 ،s نسبت به پارامتر x مقدار این منابع افزایش می یابد. محاسبه ها نشان می دهد که تغییرهای متغیر
). یعنی کم بودن سرعت تطبیق، سبب افزایش قیمت و افزایش انگیزه برای تلاش 
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منفی است (
و در نهایت، افزایش منبع می شود.

افزایش مقدار منبع بنگاه فرینج و از سوی دیگر، افزایش قیمت باعث می شود تا این بنگاه، مقدار 
 نسبت به پارامتر s مورد بررسی قرار گیرد، 

داشته باشد.  یشتریب ۀمقدار عرض ،بنگاه نیا تاشود  یباعث م متیق شیافزا ،گرید یسوو از  نجیمقدار منبع بنگاه فر شیافزا
 ریمتغ نیا یرهاییتغعلامت  کهشود  یمشاهده م رد،یگقرار  یمورد بررس sپارامتر نسبت به     ریمتغ یرهاییتغاگر  یعنی

   است ) یعلامت منف یدارا مقدارها ۀیکل یازا به s نسبت به پارامتر
 شیافزا سبب قیبودن سرعت تطب ( و پایین    

 .شود یم نجیفر ۀعرض
 
 

 تعادل بلندمدت اثر نرخ بهره بر
 ریبودن سا با ثابت و بلندمدت تعادل طیشرامدل در  تیو وضع یکنترل یرهایبر متغ  rنرخ بهره رییتغ اثر یبررس به منظور

 لیتحل و هیمورد تجز نرخ بهره رییتعادل نسبت به تغ ۀنقطدر  رهایمتغ نی، مشتق اها آن یاشده بر اشاره یها شرطپارامترها و 
 متیر مقابل قد بنگاه مسلط دیتول یینها ۀنیهز وکند  ینم رییتغ یکه تکنولوژ شود یمفرض  ،پژوهشدر این  .ردیگ یمقرار 

  ) افتهی شیافزا بهره، نرخ شیبا افزا متیق ،ها محاسبه بر  یمبتن نیبنابرا است. زیناچ
 ۀقاعد گر انیب امر نیکه ا (    

آن با نرخ  ۀسیمقا و منبع یبازار متیرخ رشد قگرفتن نهمواره با درنظر دکنندهیتول ،نگیقاعده هتل بر  یمبتن است. نگیهتل
پارامترها ممکن  ریساو  طیشرا رییتغاست که با  اشارهپردازد. لازم به  یم ریپذ انیپا منبع کی از استخراج و دیولبه ت ،بهره

نظر مدنرخ بهره  رییتغو تنها  شده نظر گرفتهثابت در طیشرا ریاس ،پژوهش نیادر  یول ؛نشود دییتا نگیقاعده هتل کهاست 
 تادهد  یم حیترجمدت،  در کوتاه شتریببه قصد کسب سود شده و  1نیب کیبنگاه نزد ،با افزایش نرخ بهره .شود یم دادهقرار 

با  ،رو نیااز  واگذار کند. ندهیبه آ کمتردها را و درآم نمودهاستخراج و عرضه  ن،ینخست یها دوره یرا ط یشتریبمنابع 
  ) ابدی یمدت کاهش متعادل بلند ۀمقدار منبع در نقط ،نینخست یها منبع در دوره شتریبنرخ بهره و برداشت  شیافزا

   
  ) ابدی ینقطه کاهش م نیکل در ا ۀعرض مقدار منابع زانی. با کاهش م( 

    ). 
شود، اما از  دیو کشف منابع جد شتریبتلاش  یبرا یا زهیانگ به منجر ،ها متیق شیرفتن نرخ بهره و افزاکه بالا رود انتظار می

 داریتلاش در نقطه تعادل پا ۀرابط بنابر شود. یکاهش مقدار منبع م سبببودن نرخ بهره در طول دوره بالا ،گرید یسو

(       
    

مقدار منبع در تعادل  ،نرخ بهره شیاکه با افزاز آنجا  .استاز مقدار منبع و نرخ بهره  یندیبرآ ،مقدار تلاش ،( 
 ریکاهش متغ باعثپارامترها  ریگرفتن سابا ثابت درنظر نرخ بهره شیافزا ر،یبودن اثر دخا تر بزرگ لیبه دل ،ابدی یکاهش م

  )شود  یتلاش در نقطه تعادل م
منبع در  ۀریآمدن مقدار تلاش و ذخ نییرفتن نرخ بهره و پابا بالا ن،یهمچن است. (    

   ) ابدی یکاهش م نجیفر ۀعرض مقدار دار،یه تعادل پانقط
     .) 

 
 تعادل بلندمدت اندازه بازار بر ییراثر تغ

 باعثپارامتر  نیا شیکند، افزا یفراهم م شتریبمحصول  ۀرقابت و عرض یبرا را زهیانگ ،a بازار ۀاز آنجا که افزایش انداز
  ) شود یم صنعت در هعرض شیافزا

 شتریبکشف منابع  یبرا زهیانگ جادیباعث ا نجیفر ۀعرض شیافزا (.            
  ) استمثبت  ،پارامتر اندازه بازار به تلاش نسبت ریمتغ یرهاییتغ ،دهد ینشان م ها محاسبهکه  گونه همان و شده

با  .(    
  ) ابدی یم شیافزا ،است آنو تلاش  نجیفر ۀعرض مقدار از یندیکه برآ منبع ۀریذخ زانیم ،تلاش شیافزا

 یسواز  .(    
در کل و  ۀمقدار عرض ،بازار ۀانداز شیبا افزا ،یاز طرف گردد. یمدر بلندمدت عرضه  تیتقوباعث  ریذخا شیافزا گر،ید

                                                           
1. Myopic 

عرضۀ بیشتری داشته باشد. یعنی اگر تغییرهای متغیر 
مشاهده می شود که علامت تغییرهای این متغیر نسبت به پارامتر s به ازای کلیۀ مقدارها دارای علامت 

) و پایین بودن سرعت تطبیق سبب افزایش عرضۀ فرینج می شود.

منبع  ۀریذخ یبرا کهاست  یمنف ،. که مقدار دومدیآ یم دست بهدو مقدار  ،x ریمتغ یبرا ،شود یمشاهده م طور که همان
 یمقدارها ،(26) رابطهدر  ،نیهمچن .استپارامترها مثبت  ریپذ رشیپذ یمقدارها یبرا نخست،مقدار  .ستین ریپذ رشیپذ
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 تعادل بلندمدت لیتحل
بر آن مدل  یپارامترها رییتغتعادل و اثر  نیا لیو تحل ی، به بررسمسئلهبلندمدت  تعادل استخراجاز  پس ،در این بخش

، بر تعادل a بازار ۀو انداز ،r ، نرخ بهرهs تقاضا قیتطب سرعت رییاثر تغ یررس، به دنبال بروشنطور  به .شود یم پرداخته
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 :شود ینظر گرفته مپارامترها در یبرا ر،ی، مطابق زیمنطق یها طشر از یسر کی ،در ابتدا
                              

تقاضا به مدت  کوتاه مقدار ،ابدی شیهرچه مقدار آن افزا و استتر  از صفر بزرگ و تقاضا قیسرعت تطب s ،که در آن
نظر در یمنف و شتهدا قرار کی و صفر نیهره است که بنرخ ب ، r.شود یمتر  کیآمده در تعادل نزد دست بهبلندمدت  یتقاضا
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 تعادل بلندمدت تقاضا بر یقسرعت تطب ییراثر تغ

 یواقع یو به تقاضا دادهنشان  واکنش متیبه ق یاست که تقاضا با چه سرعت نیا ۀدهند نشان s پارامتر ،پژوهشدر مدل این 
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1. Choke Price 

منفی است (

اثر نرخ بهره بر تعادل بلندمدت

تعادل  در شرایط  مدل  و وضعیت  کنترلی  متغیرهای  بر   r بهره  نرخ  تغییر  اثر  بررسی  منظور  به 
بلندمدت و با ثابت بودن سایر پارامترها و شرط های اشاره شده برای آن ها، مشتق این متغیرها در نقطۀ 
تعادل نسبت به تغییر نرخ بهره مورد تجزیه وتحلیل قرار می گیرد. در این پژوهش، فرض می شود که 
فناوری تغییر نمی کند و هزینۀ نهایی تولید بنگاه مسلط در مقابل قیمت ناچیز است. بنابراین مبتنی  بر 
) که این امر بیان گر قاعدۀ هتلینگ است. 

داشته باشد.  یشتریب ۀمقدار عرض ،بنگاه نیا تاشود  یباعث م متیق شیافزا ،گرید یسوو از  نجیمقدار منبع بنگاه فر شیافزا
 ریمتغ نیا یرهاییتغعلامت  کهشود  یمشاهده م رد،یگقرار  یمورد بررس sپارامتر نسبت به     ریمتغ یرهاییتغاگر  یعنی

   است ) یعلامت منف یدارا مقدارها ۀیکل یازا به s نسبت به پارامتر
 شیافزا سبب قیبودن سرعت تطب ( و پایین    

 .شود یم نجیفر ۀعرض
 
 

 تعادل بلندمدت اثر نرخ بهره بر
 ریبودن سا با ثابت و بلندمدت تعادل طیشرامدل در  تیو وضع یکنترل یرهایبر متغ  rنرخ بهره رییتغ اثر یبررس به منظور

 لیتحل و هیمورد تجز نرخ بهره رییتعادل نسبت به تغ ۀنقطدر  رهایمتغ نی، مشتق اها آن یاشده بر اشاره یها شرطپارامترها و 
 متیر مقابل قد بنگاه مسلط دیتول یینها ۀنیهز وکند  ینم رییتغ یکه تکنولوژ شود یمفرض  ،پژوهشدر این  .ردیگ یمقرار 

  ) افتهی شیافزا بهره، نرخ شیبا افزا متیق ،ها محاسبه بر  یمبتن نیبنابرا است. زیناچ
 ۀقاعد گر انیب امر نیکه ا (    

آن با نرخ  ۀسیمقا و منبع یبازار متیرخ رشد قگرفتن نهمواره با درنظر دکنندهیتول ،نگیقاعده هتل بر  یمبتن است. نگیهتل
پارامترها ممکن  ریساو  طیشرا رییتغاست که با  اشارهپردازد. لازم به  یم ریپذ انیپا منبع کی از استخراج و دیولبه ت ،بهره

نظر مدنرخ بهره  رییتغو تنها  شده نظر گرفتهثابت در طیشرا ریاس ،پژوهش نیادر  یول ؛نشود دییتا نگیقاعده هتل کهاست 
 تادهد  یم حیترجمدت،  در کوتاه شتریببه قصد کسب سود شده و  1نیب کیبنگاه نزد ،با افزایش نرخ بهره .شود یم دادهقرار 

با  ،رو نیااز  واگذار کند. ندهیبه آ کمتردها را و درآم نمودهاستخراج و عرضه  ن،ینخست یها دوره یرا ط یشتریبمنابع 
  ) ابدی یمدت کاهش متعادل بلند ۀمقدار منبع در نقط ،نینخست یها منبع در دوره شتریبنرخ بهره و برداشت  شیافزا

   
  ) ابدی ینقطه کاهش م نیکل در ا ۀعرض مقدار منابع زانی. با کاهش م( 

    ). 
شود، اما از  دیو کشف منابع جد شتریبتلاش  یبرا یا زهیانگ به منجر ،ها متیق شیرفتن نرخ بهره و افزاکه بالا رود انتظار می

 داریتلاش در نقطه تعادل پا ۀرابط بنابر شود. یکاهش مقدار منبع م سبببودن نرخ بهره در طول دوره بالا ،گرید یسو

(       
    

مقدار منبع در تعادل  ،نرخ بهره شیاکه با افزاز آنجا  .استاز مقدار منبع و نرخ بهره  یندیبرآ ،مقدار تلاش ،( 
 ریکاهش متغ باعثپارامترها  ریگرفتن سابا ثابت درنظر نرخ بهره شیافزا ر،یبودن اثر دخا تر بزرگ لیبه دل ،ابدی یکاهش م

  )شود  یتلاش در نقطه تعادل م
منبع در  ۀریآمدن مقدار تلاش و ذخ نییرفتن نرخ بهره و پابا بالا ن،یهمچن است. (    

   ) ابدی یکاهش م نجیفر ۀعرض مقدار دار،یه تعادل پانقط
     .) 

 
 تعادل بلندمدت اندازه بازار بر ییراثر تغ

 باعثپارامتر  نیا شیکند، افزا یفراهم م شتریبمحصول  ۀرقابت و عرض یبرا را زهیانگ ،a بازار ۀاز آنجا که افزایش انداز
  ) شود یم صنعت در هعرض شیافزا

 شتریبکشف منابع  یبرا زهیانگ جادیباعث ا نجیفر ۀعرض شیافزا (.            
  ) استمثبت  ،پارامتر اندازه بازار به تلاش نسبت ریمتغ یرهاییتغ ،دهد ینشان م ها محاسبهکه  گونه همان و شده

با  .(    
  ) ابدی یم شیافزا ،است آنو تلاش  نجیفر ۀعرض مقدار از یندیکه برآ منبع ۀریذخ زانیم ،تلاش شیافزا

 یسواز  .(    
در کل و  ۀمقدار عرض ،بازار ۀانداز شیبا افزا ،یاز طرف گردد. یمدر بلندمدت عرضه  تیتقوباعث  ریذخا شیافزا گر،ید
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بیشتر منبع در دوره های نخستین، مقدار منبع در نقطۀ تعادل بلندمدت کاهش می یابد (0
.(
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  ) افتهی شیافزا بهره، نرخ شیبا افزا متیق ،ها محاسبه بر  یمبتن نیبنابرا است. زیناچ
 ۀقاعد گر انیب امر نیکه ا (    

آن با نرخ  ۀسیمقا و منبع یبازار متیرخ رشد قگرفتن نهمواره با درنظر دکنندهیتول ،نگیقاعده هتل بر  یمبتن است. نگیهتل
پارامترها ممکن  ریساو  طیشرا رییتغاست که با  اشارهپردازد. لازم به  یم ریپذ انیپا منبع کی از استخراج و دیولبه ت ،بهره

نظر مدنرخ بهره  رییتغو تنها  شده نظر گرفتهثابت در طیشرا ریاس ،پژوهش نیادر  یول ؛نشود دییتا نگیقاعده هتل کهاست 
 تادهد  یم حیترجمدت،  در کوتاه شتریببه قصد کسب سود شده و  1نیب کیبنگاه نزد ،با افزایش نرخ بهره .شود یم دادهقرار 

با  ،رو نیااز  واگذار کند. ندهیبه آ کمتردها را و درآم نمودهاستخراج و عرضه  ن،ینخست یها دوره یرا ط یشتریبمنابع 
  ) ابدی یمدت کاهش متعادل بلند ۀمقدار منبع در نقط ،نینخست یها منبع در دوره شتریبنرخ بهره و برداشت  شیافزا

   
  ) ابدی ینقطه کاهش م نیکل در ا ۀعرض مقدار منابع زانی. با کاهش م( 

    ). 
شود، اما از  دیو کشف منابع جد شتریبتلاش  یبرا یا زهیانگ به منجر ،ها متیق شیرفتن نرخ بهره و افزاکه بالا رود انتظار می

 داریتلاش در نقطه تعادل پا ۀرابط بنابر شود. یکاهش مقدار منبع م سبببودن نرخ بهره در طول دوره بالا ،گرید یسو

(       
    

مقدار منبع در تعادل  ،نرخ بهره شیاکه با افزاز آنجا  .استاز مقدار منبع و نرخ بهره  یندیبرآ ،مقدار تلاش ،( 
 ریکاهش متغ باعثپارامترها  ریگرفتن سابا ثابت درنظر نرخ بهره شیافزا ر،یبودن اثر دخا تر بزرگ لیبه دل ،ابدی یکاهش م

  )شود  یتلاش در نقطه تعادل م
منبع در  ۀریآمدن مقدار تلاش و ذخ نییرفتن نرخ بهره و پابا بالا ن،یهمچن است. (    

   ) ابدی یکاهش م نجیفر ۀعرض مقدار دار،یه تعادل پانقط
     .) 

 
 تعادل بلندمدت اندازه بازار بر ییراثر تغ

 باعثپارامتر  نیا شیکند، افزا یفراهم م شتریبمحصول  ۀرقابت و عرض یبرا را زهیانگ ،a بازار ۀاز آنجا که افزایش انداز
  ) شود یم صنعت در هعرض شیافزا

 شتریبکشف منابع  یبرا زهیانگ جادیباعث ا نجیفر ۀعرض شیافزا (.            
  ) استمثبت  ،پارامتر اندازه بازار به تلاش نسبت ریمتغ یرهاییتغ ،دهد ینشان م ها محاسبهکه  گونه همان و شده

با  .(    
  ) ابدی یم شیافزا ،است آنو تلاش  نجیفر ۀعرض مقدار از یندیکه برآ منبع ۀریذخ زانیم ،تلاش شیافزا
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 .شود یم نجیفر ۀعرض
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 ریمتغ نیا یرهاییتغعلامت  کهشود  یمشاهده م رد،یگقرار  یمورد بررس sپارامتر نسبت به     ریمتغ یرهاییتغاگر  یعنی

   است ) یعلامت منف یدارا مقدارها ۀیکل یازا به s نسبت به پارامتر
 شیافزا سبب قیبودن سرعت تطب ( و پایین    

 .شود یم نجیفر ۀعرض
 
 

 تعادل بلندمدت اثر نرخ بهره بر
 ریبودن سا با ثابت و بلندمدت تعادل طیشرامدل در  تیو وضع یکنترل یرهایبر متغ  rنرخ بهره رییتغ اثر یبررس به منظور

 لیتحل و هیمورد تجز نرخ بهره رییتعادل نسبت به تغ ۀنقطدر  رهایمتغ نی، مشتق اها آن یاشده بر اشاره یها شرطپارامترها و 
 متیر مقابل قد بنگاه مسلط دیتول یینها ۀنیهز وکند  ینم رییتغ یکه تکنولوژ شود یمفرض  ،پژوهشدر این  .ردیگ یمقرار 
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متغیر تلاش نسبت به پارامتر اندازه بازار، مثبت است (
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در کل و  ۀمقدار عرض ،بازار ۀانداز شیبا افزا ،یاز طرف گردد. یمدر بلندمدت عرضه  تیتقوباعث  ریذخا شیافزا گر،ید

                                                           
1. Myopic 

که برآیندی از مقدار عرضۀ فرینج و تلاش آن است، افزایش می یابد (
ذخایر باعث تقویت عرضه در بلندمدت می گردد. از طرفی، با افزایش اندازۀ بازار، مقدار عرضۀ کل و در 
نتیجه، عرضۀ بنگاه مسلط بیشتر شده و از آنجا که قیمت، متغیر کنترلی بنگاه مسلط است، با افزایش 

.(
قانون  بر  یمبنو عرضه  شیبا افزا ،است بنگاه مسلط یکنترل ریمتغ ،متیکه قاز آنجا و  شده شتریب بنگاه مسلط ۀعرض ،جهینت

  ) ابدی یمکاهش  متیق ،تقاضا
    .) 

 
 یریگ یجهنتبندی و  جمع
 در کنواختیریغ طور بهآن  ریذخاکه  ریدناپذیتجدمنبع  کیبازار  یآوردن تعادل و بررس دست به یبرا ،پژوهش نیدر ا

و  بنگاه مسلطدر دو گروه  ،منبع کننده عرضه یکشورها ،که در آن شود یمنظر گرفته در یمناطق مختلف وجود دارد، مدل
 ۀنیحاظ مقدار منابع در دسترس و هزاما از ل ،نموده دیرا تول یو همگن کسانی یکالا ،هر دو گروه .رندیگ یقرار م نجیفر

 یای)در دن است یکمتراستخراج  ۀنیو هز شتریب ریذخامقدار  یدارا ،بنگاه مسلطمتفاوت هستند.  گریکدیاستخراج با 
 ۀنیهز نجیفر ،و در مقابل( استمسلط بازار نفت  کننده عرضهو کارتل اوپک  کند یم عمل گونه نیبازار نفت ا ،یواقع

چه  ، چنانرو نیااز  .دارد( ینیچن نیا یطیشرا ،لی)استخراج نفت ش است مواجه منابع تیبا محدودداشته و  یاستخراج بالاتر
 به دست خود منابع مقدار شیاافز یبرا ،شود ریپذ هیتوج نجیفر یاستخراج منابع برارود و بالا  یکاف ۀانداز به منبع متیق
و  بوده. کارتل بر بازار مسلط استگذار اثر نجیو بر تابع سود فر بودهبر  نهیهز ،البتهزند که  یم یاکتشاف یها اقدام از یسر کی

  کند. یمقدار عرضه و تلاش خود را مشخص م ،شده نییتع متیبا توجه به مقدار ق نجیو فر است متیق ۀکنند نییتع
نظر قرار را مد یژگیو نیا مت،یق مقدار نییدر تع بنگاه مسلطو  استبازار کند  یکه تقاضا شود یمفرض  ،پژوهش نیدر ا

 بنگاه مسلطدو گروه  نیرقابت ب ،رو نیکنند و از ا یم رییدر طول زمان تغ نجیبازار و منبع فر یمقدار تقاضا ،نیدهد. بنابرا یم
 کمترتقاضا  قیکه هرچه سرعت تطب دنده یم نشان جینتا. شود یم یساز استکلبرگ مدل ایپو یباز کیبه صورت  نجیو فر
 دیکشف منابع جد یبرا یوشده و تلاش  ریپذ هیتوج نجیفر یاستخراج برا ،متیق شیو با افزا افتهی شیافزا متیق ،باشد
 ۀو عرض ریذخامقدار  ،به دنبال آن .شود یممشاهده  لیاست که در مورد نفت ش یامر مشابه اتفاق نیا البته .ابدی یم شیافزا
مقدار کاهش  ،جهیو در نتها  بنگاه نشد نیب کینزدسبب  ،نرخ بهره شیافزا ،گرید یسوکند. از  یم دایپ شیافزا نجیفر

 شیافزا ،در مقابل. خواهد داشت یرا در پ نجیفرو  بنگاه مسلطبلندمدت  ۀکاهش عرض شود که یمنابع م ۀریذخبلندمدت 
 متیقکاهش  ،جهیو در نتدو بنگاه  ۀمقدار عرض شیافزا ،نیندمدت و همچندر بل نجیفر ریذخا شیبازار سبب افزا ۀندازا
 .شود یم
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عرضه و مبنی  بر قانون تقاضا، قیمت کاهش می یابد (

بحث و نتیجه گیری

در این پژوهش، برای به دست آوردن تعادل و بررسی بازار یک منبع تجدیدناپذیر که ذخایر آن 
به طور غیریکنواخت در مناطق مختلف وجود دارد، مدلی درنظر گرفته می شود که در آن، کشورهای 
و  یکسان  کالای  گروه،  دو  هر  قرار می گیرند.  فرینج  و  بنگاه مسلط  گروه  دو  در  منبع،  عرضه کننده 
با یکدیگر متفاوت  از لحاظ مقدار منابع در دسترس و هزینۀ استخراج  اما  نموده،  تولید  را  همگنی 
هستند. بنگاه مسلط، دارای مقدار ذخایر بیشتر و هزینۀ استخراج کمتری است )در دنیای واقعی، بازار 
نفت این گونه عمل می کند و کارتل اوپک عرضه کننده مسلط بازار نفت است( و در مقابل، فرینج هزینۀ 
استخراج بالاتری داشته و با محدودیت منابع مواجه است )استخراج نفت شیل، شرایطی این چنینی 
دارد(. از این رو، چنان چه قیمت منبع به اندازۀ کافی بالا رود و استخراج منابع برای فرینج توجیه پذیر 
شود، برای افزایش مقدار منابع خود دست به یک سری از اقدام های اکتشافی می زند که البته، هزینه بر 
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بوده و بر تابع سود فرینج اثرگذار است. کارتل بر بازار مسلط بوده و تعیین کنندۀ قیمت است و فرینج 
با توجه به مقدار قیمت تعیین شده، مقدار عرضه و تلاش خود را مشخص می کند. 

در این پژوهش، فرض می شود که تقاضای بازار کند است و بنگاه مسلط در تعیین مقدار قیمت، 
این ویژگی را مدنظر قرار می دهد. بنابراین، مقدار تقاضای بازار و منبع فرینج در طول زمان تغییر 
از این رو، رقابت بین دو گروه بنگاه مسلط و فرینج به صورت یک بازی پویا استکلبرگ  می کنند و 
مدل سازی می شود. نتایج نشان می دهند که هرچه سرعت تطبیق تقاضا کمتر باشد، قیمت افزایش 
یافته و با افزایش قیمت، استخراج برای فرینج توجیه پذیر شده و تلاش وی برای کشف منابع جدید 
افزایش می یابد. البته این امر مشابه اتفاقی است که در مورد نفت شیل مشاهده می شود. به دنبال آن، 
مقدار ذخایر و عرضۀ فرینج افزایش پیدا می کند. از سوی دیگر، افزایش نرخ بهره، سبب نزدیک بین 
شدن بنگاه ها و در نتیجه، کاهش مقدار بلندمدت ذخیرۀ منابع می شود که کاهش عرضۀ بلندمدت 
بنگاه مسلط و فرینج را در پی خواهد داشت. در مقابل، افزایش اندازۀ بازار سبب افزایش ذخایر فرینج 

در بلندمدت و همچنین، افزایش مقدار عرضۀ دو بنگاه و در نتیجه، کاهش قیمت می شود.
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     with equality if     (۲)  

    [ (    ̂ )  (   ′)]   (3)  
(   )  (     ̂ ) with equality if      

ها  صعودی است، بانک ′ رقابت قیمتی در بازار سپرده، نسبت به  به وسیلۀمالی  تامیناز آنجا که هزینه نهایی 

تفاوت  هایشان بی کردن دارایییا نقدکه بین افزایش بیشتر نرخ سپرده هستند  ها فزایش نرخدامۀ اابه  حاضرا جایی ت

هایش احتراز کند،  کردن داراییحاضر است پیشنهاد دهد تا از نقد  ای که بانک  نرخ بهره بیشترینرو،  شوند. از این

 آید: دست می به (21) از رابطه

(   )  (    ̂)          (   )
   ̂

  (21)  

( رسم شده 21بهینه در زمان یک )رابطه راهبرد( و نیز 1ها در زمان صفر )رابطه  بانک نهیبه راهبرد( 3در شکل )

⁄      )کافی بزرگ باشد،  ها به اندازه کردن دارایینقد هزینه که اینبا فرض است.  )  ، رابطه     

کند.  به بیرون انتقال پیدا می ،، در زمان یک  شده توسط بانک تعیینبه نرخ   بانک  پاسخ بهینه کند بیان می (10)

    مشابه بانک یا را به شیوه خشرن ،Aدر پاسخ به افزایش نرخ توسط بانک ، هم غیرنقد است   از آنجا که بانک

 تعیین خواهند شد. (   )     ̂    ا های سپرده برابر ب در تعادل جدید، نرخ ،دهد. در نتیجه افزایش می

 
 نقد به بیرونغیر های بانک انتقال پاسخ بهینه :3شکل 
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The Cartel-Fringe Equilibrium with Sluggish 
Demand

Abstract        The demand for some products, such as energy, does 
not instantaneously respond to price changes. In fact, sluggishness of the  
demand is an important characteristic of energy and oil markets. This study 
examines the effect of demand sluggishness on the price and output of a 
fossil fuel industry in which a cartel and a fringe firm supply in the market. 
The cartel has larger reserves and less costly extraction compared to 
what the fringe encounters. The strategic interactions between suppliers is 
characterized as a dynamic Stackelberg model, and the results demonstrate 
that supply and exploration investment increase with the sluggishness of 
the demand. Furthermore, it is shown that by the increase of interest rate, 
firms become myopic and their reserves and long-run supply decrease. On 
the contrary, reserves and long-run supply increase with the market size, 
leading to decreasing prices.

Keywords:  Nonrenewable Resources, Cartel, Fringe, Sluggish Demand, 
Explorations, Dynamic Games.
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